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Repetition

x = Ax+Bu

y = Cx+Du

Tillståndsåterkoppling

u(t) = −Lx(t) + r̃(t)

• L - placerar slutna systemets poler

• r̃(t) - avgör statiska förstärkningen och innehåller ofta systemets referenssignal

Det slutna systemets poler kan placeras godtyckligt ifall systemet är styrbart.

Rekonstruktion av tillstånd

Ifall tillståndet x ej kan mätas rekonstruerar vi det med en tillståndsobservatör:

˙̂x(t) = Ax̂+Bu+K(y − Cx̂)

Skattningsfelet x̃ = x − x̂ kan avta mot noll godtyckligt snabbt ifall systemet är
observerbart.
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Tillståndsåterkoppling med rekonstruerat tillstånd

Vi kombinerar nu båda metoderna till en gemensam styrlag. I Figur 1 återges ett
blockschema som visar hur tillståndsåterkopplingen samt tillståndsobservatören kan
implementeras.

ẋ = Ax+Bu

y = Cx

B

(sI − A)−1 KL

K C

+

r(t) u(t)

+

y(t)

+

x̂(t)

−

−

Figur 1: Tillståndsåterkoppling, där tillståndet rekonstrueras av en tillståndsobeser-
vatör

Notera att det slutna systemet kommer ges av

ẋ = (A−BL)x̂

så att ifall x̂ är en snäll signal så kommer systemets riktiga tillstånd stabiliseras om
A−BL har egenvärden i VHP. Det gäller också att skattningsfelets dynamik

˙̃x = (A−KC)x̃

är oberoende av L. Dessa observationer indikerar att det är möjligt att designa
tillståndsåterkopplingen och tillståndsobservatören oberoende av varandra.
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Uppgift 9.4

ẋ =

(
0 0
0 −1

)
x+

(
1
1

)
u

y =
(
1 −1

)
x

Målet är att placera slutna systemets poler i {−2,−3}. Föreslå en tillståndsåter-
koppling samt en observatör.

Kontrollera styrbarhet och observerbarhet:

S =

(
1 0
1 −1

)
har full rang, så systemet är styrbart.

O =

(
1 −1
0 1

)
har också full rang, så systemet är observerbart. Vi vet nu att det kommer gå att
placera det slutna systemets poler som önskat, samt designa en tillräckligt bra ob-
servatör. Börja med att designa återkopplingen:

u(t) = −Lx(t) + r̃(t)

där r̃(t) = l0r(t). l0 kommer påverka systemets statiska förstärkning. Slutna syste-
mets karaktäristiska polynom erhålls genom

det (sI − (A−BL)) =

∣∣∣∣(s 0
0 s

)
−
(
0 0
0 −1

)
+

(
1
1

)(
l1 l1

)∣∣∣∣
=

∣∣∣∣(s 0
0 s

)
+

(
l1 l2
l1 1 + l2

)∣∣∣∣
=

∣∣∣∣s+ l1 l2
l1 s+ l2 + 1

∣∣∣∣
= (s+ l1)(s+ l2 + 1)− l1l2

= s2 + (1 + l1 + l2)s+ l1

De efterfrågade polerna motsvarar följande karaktäristiska polynom:

(s+ 2)(s+ 3) = s2 + 5s+ 6
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Koe�cientidenti�ering ger
l1 = 6, l2 = −2

Det slutna systemet ges nu av

ẋ = (A−BL)x+Bl0r

y = Cx

Hur bestämmer vi l0?

Antag att målet är att det slutna systemets statiska förstärkning skall ges av d, så
att

|Gc(0)| = d

Överföringsfunktionen för det slutna systemet kan bestämmas från tillståndsbeskriv-
ningen:

Gc(s) = C(sI − (A−BL))−1Bl0

och vi har att
d = |Gc(0)| = C(BL− A)−1Bl0

⇒ l0 =
d

|C(BL− A)−1B
=

d

1/6
= 6d

Den resulterande regulatorn ges således av

u(t) = −
(
6 −2

)
x(t) + 6dr(t)

där d är det slutna systemets statiska förstärkning.

Designa nu en tillståndsobservatör. Minns att skattningsfelets dynamik ges av

˙̃x = (A−KC)x̃

Karaktäristiskt polynom:

det (sI − (A−KC)) =

∣∣∣∣(s 0
0 s

)
−
(
0 0
0 −1

)
+

(
k1
k2

)(
1 −1

)∣∣∣∣
=

∣∣∣∣s+ k1 −k1
k2 s+ 1− k2

∣∣∣∣
= (s+ k1)(s+ 1− k2) + k1k2

= s2 + (1 + k1 − k2)s+ k1
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Observatörens dynamik behöver vara snabbare än det slutna systemet. Placera därför
polerna i till exempel {−6,−6}, vilket motsvarar polynomet

(s+ 6)2 = s2 + 12s+ 36

Koe�cientidenti�ering ger
k1 = 36, k2 = 25

Den resulterande observatören ges således av

˙̂x =

(
0 0
0 −1

)
x̂+

(
1
1

)
u+

(
36
25

)
(y −

(
1 −1

)
x̂)

Uppgift 9.8

Givet är en linjäriserad modell av ett vattentank-system. De följande variablerna
beskriver avvikelser från ett jämviktsläge:

• q - vatten�ödet

• h - vattenhöjden

• u - pumpspänningen

• v - störning i form av �uktuationer vid vattenytan

Pumpen beskrivs av följande dynamik nära jämviktsläget:

Q(s) =
k1

1 + Ts
U(s)

där k1 = 1, T = 0.5. Vattenhöjdens dynamik nära jämviktsläget ges av

Aḣ = q − v

där A = 1.
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a)

Med q och h som tillstånd, bestäm en tillståndsbeskrivning av systemet där y = h
utgör utsignalen. Bestäm även en styrlag

u = −l1q − l2h+ r

så att slutna systemets poler hamnar i {−2,−2}.

Bestäm först derivatorna av de båda tillstånden.

Q(s) =
k1

1 + Ts
U(s)

⇒ TsQ(s) = −Q(s) + k1U(s)

⇒ q̇ = − 1

T
q +

k1
T
u

= −2q + 2u

Dynamiken för h är redan given som en di�erentialekvation. På tillståndsform erhålls(
q̇(t)

ḣ(t)

)
=

(
−2 0
1 0

)(
q(t)
h(t)

)
+

(
2
0

)
u(t) +

(
0
−1

)
v(t)

y(t) =
(
0 1

)(q(t)
h(t)

)
för att förkorta uttrycken införs tillståndsvektorn

x =

(
q
h

)
och en mer koncis tillståndsbeskrivning ges nu av

ẋ = Ax+Bu+ Fv

y = Cx

där de olika matriserna har fått variabelnamn.

Bestäm det karaktäristiska polynomet för det slutna systemet, så att polerna kan
placeras

det (sI − (A−BL)) =

∣∣∣∣s+ 2 + 2l1 2l2
−1 s

∣∣∣∣
= s2 + (2 + 2l1)s+ 2l2
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Notera att vi inte undersökte systemets styrbarhet. Enligt ovan kan vi välja god-
tyckliga koe�cienter på det karaktäristiska polynomet, så att systemet är styrbart.
Målpolynomet ges av

(s+ 2)2 = s2 + 4s+ 4

koe�cientidenti�ering ger att
l1 = 1, l2 = 2

så att styrlagen ges av

u(t) = −
(
1 2

)(q(t)
h(t)

)
+ r(t)

b)

Hur stort blir det statiska felet ifall v(t) ≡ 0.1, då r = 0?

Undersök systemet i stationäritet, det vill säga då alla tillståndsderivator är noll.
Det slutna systemet ges av

ẋ = (A−BL)x+Br + Fv

=

(
−4 −4
1 0

)
x+

(
0
−1

)
v

=

(
−4q − 4h
q − 0.1

)
I stationäritet gäller alltså

q∞ = 0.1, h∞ = −0.1

Eftersom h∞ 6= 0 har störnignen gett upphov till ett statiskt fel.

c)

Utgå från det slutna systemet från a). Bestäm en framkoppling från v till r så att
störningen elimineras. Framkopplingen måste gå att implementera.

I Figur 2 återgivs ett blockschema som illustrerar hur framkoppling fungerar.
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Gc(s)

Ff (s)

Gv(s)

+

r(t)

+ y(t)

v(t)

++

Figur 2: Framkoppling från störsignal

För att bestämma framkopplingen behöver vi bestämma överföringsfunktionerna från
v och r till y = h. Från tillståndsbeskrivningen erhålls

q̇ = −4q − 4h+ 2r

ḣ = q − v

Laplacetransformering ger

Q(s) = − 4

s+ 4
H(s) +

2

s+ 4
R(s)

H(s) =
1

s
Q(s)− 1

s
V (s)

Substituera uttrycket för Q(s) i uttrycket för H(s)

H(s) = − 4

s(s+ 4)
H(s) +

2

s(s+ 4)
R(s)− 1

s
V (s)

⇒ H(s) =

2
s(s+4)

1 + 4
s(s+4)

R(s)−
1
s

1 + 4
s(s+4)

V (s)

=
2

s(s+ 4) + 4
R(s)− s+ 4

s(s+ 4) + 4

=
2

(s+ 2)2
R(s)− s+ 4

(s+ 2)2
V (s)

= Gc(s)R(s) +Gv(s)V (s)
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så att

Gc(s) =
2

(s+ 2)2
, Gv(s) = −

s+ 4

(s+ 2)2

Inför nu en framkoppling Ff (s) så att R(s) = Ff (s)V (s) (eftersom r = 0 behöver vi
inte införa någon referenssignal utöver framkopplingen). Detta ger

Y (s) = H(s) = Gc(s)Ff (s)V (s) +Gv(s)V (s) = (Gc(s)Ff (s) +Gv(s))V (s)

och vi ser att störningen elimineras precis då

Gc(s)Ff (s) +Gv(s) = 0

Framkopplingen kan således bestämmas som

Ff (s) = −
Gv(s)

Gc(s)
=

s+ 4

2
=

s

2
+ 2

Den resulterande framkopplingen innehåller en ren derivering och kan inte implemen-
teras direkt. Deriveringen kan utökas med ett �lter för att den ska bli implementerbar.
I det här fallet tar vi bort deriveringen helt, så att framkopplingen ges av Ff (s) = 2.
Det resulterande slutna systemet ges nu av

ẋ = (A−BL)x+ 2Bc+ Fv

=

(
−4q − 4h+ 4v

q − v

)
I stationäritet gäller nu att

q∞ = v, −4v − 4h+ 4v = 0⇒ h∞ = 0

Framkopplingen eliminerade helt det statiska felet!
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d)

Hur påverkas det statiska felet ifall k1 avviker från 1 och samma styrlag som a) och
c) används?

Beräkna det slutna systemet igen, men behåll k1 som en okänd parameter.

ẋ = (A−BL)x+ 2Bv + Fv

=

((
−2 0
1 0

)
−
(
−2k1
0

)(
1 2

))
x+

(
4k1
0

)
v +

(
0
−1

)
v

=

(
−2− 2k1 −4k1

1 0

)
x+

(
4k1
−1

)
v

=

(
(−2− 2k1)q − 4k1h+ 4k1v

q − v

)
I stationäritet erhålls

q∞

(−2− 2k1)v − 4k1h+ 4k1v = 0

⇒ h∞ =
k1 − 1

2k1
v

Således blir det statiska felet nollskilt ifall k1 6= 1.

e)

Föreslå en ny styrlag som eliminerar felet även då k1 avviker från 1.

Ifall vi inför en integrering kan vi helt eliminera det statiska felet. Inför därför ett
nytt tillstånd

ż = h

så att z precis är integralen av utsignalen. Det resulterande systemet ges avq̇

ḣ
ż

 =

−2 0 0
1 0 0
0 1 0

q
h
z

+

2k1
0
0

u+

 0
−1
0

 v

y =
(
0 1 0

)q
h
z
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Undersök styrbarheten:

S =

2k1 −4k1 8k1
0 2k1 −4k1
0 0 2k1


Eftersom S är triangulär har den full rang, så att systemet är styrbart. Det är
således möjligt att stabilisera systemet även efter att vi infört tillståndet z. Inför en
återkoppling

u = −l1q − l2g − l3z + r

Det slutna systemet ges då avq̇

ḣ
ż

 =

−2− 2k1l1 −2k1l2 −2k1l3
1 0 0
0 1 0

q
h
z

+

 0
−1
0


I stationäritet gäller

ż = 0⇒ h∞ = 0

oberoende av tillståndsåterkopplingen, störningen och k1. Det statiska felet elimi-
neras alltså förutsatt att vi når stationäritet. Eftersom systemet är styrbart är det
möjligt att placera polerna så att det slutna systemet blir stabilt och således når
stationäritet. Valfri stabiliserande styrlag eliminerar alltså det statiska felet!
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