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Implementering

Regulatoterna vi designat i kursen är tidskontinueriga:

• PID:

u(t) = K

(
e(t) +

1

TI

∫ t

t0

e(τ)dτ + TD
de(t)

dt

)
• Lead-lag:

U(s) = K

(
τDs+ 1

βτDs+ 1

)(
τIs+ 1

τIs+ γ

)
E(s)

• Tillståndsåterkoppling: u(t) = −Lx(t) + l0r(t)

En dator arbetar i diskret tid.
⇒ Vi måste approximera de tidskontinueriga regulatoterna med tidsdiskreta regula-
torer ifall vi vill implementera dem.

Inmatning av en analog signal till en dator är illustrerat i Figure 1, där A/D betecknar
en analog till digital konversion.
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e(t) ek

Figur 1: Inmatning av signal till en dator

och utmatning av en beräknad signal är illustrerat i Figur 2, där D/A betecknar en
digital till analog konversion och ZOH betyder �zero-order-hold�, vilket innebär att
den beräknade signalen ges av en trappfunktion med konstanta lägen uk.

D/A ZOH
uk u(t)

Figur 2: Sampling med för�lter av signalen u(t)

Ifall tidskontinuerliga system approximeras med tidsdiskreta och även styrs av tids-
diskreta regulatorer implementerade på en dator, så uppstår några naturliga fråge-
ställningar:

• Kommer systemet stabiliseras?

• Kommer systemet få samma prestanda som det tidskontinuerliga systemet ifall
en tidsdiskret approximation av styrlagen tillämpas?

I den här kursen kommer inte de här frågorna besvaras noggrant. Det korta svaret
är att en tidskontinuerlig styrlag som ger ett stabilt system med bra prestanda inte
nödvändigtvis blir stabilt eller uppnår samma prestanda ifall styrlagen implemente-
ras.

Approximationer

Di�erentialekvationer approximeras med di�erensekvationer.

• Euler bakåt: ẋ ≈ 1

T
(x(t)− x(t− T )

• Tustins formel: ẋ ≈ ∆tx(t) där

1

2
(∆tx(t) + ∆tx(t− T )) =

1

T
(x(t)− x(t− T ))
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Operatorformalism

Inför notation för att göra uttrycken mer koncisa

• Deriveringsoperator p

ẋ(t) = px(t)

ẍ(t) = p2x(t)

• Förskjutningsoperator qT

x(t+ T ) = qTx(t)

x(t− T ) = q−1
T (t)

I operatorformalism ges Euler-bakåt av

ẋ(t) = px(t)

ẋ ≈ 1

T
(x(t)− x(t− T )) =

1

T
(1− q−1

T )x(t)

⇒ p ≈ 1

T
(1− q−1

T )

och Tustins formel ges av

˙x(t) = px(t) ≈ ∆tx(t)

1

2
(∆tx(t) + ∆tx(t− T )) =

1

T
(x(t)− x(t− T ))

⇒ p ≈ 2

T

1− q−1
T

1 + q−1
T

Sampling

• T - Samplingsintervall, tiden mellan samplade punkter

• ωs - Samplingsfrekvens

ωs =
2π

T

• ωN - Nyquistfrekvens

ωN =
ωs
2

=
π

T
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Aliase�ekten

Alla signaler med frekvens större än ωN kan inte skiljas från långsammare signaler.
E�ekten illustreras i Figur 3

Figur 3: Aliase�ekten, signaler med frekvens över Nyquistfrekvensen går inte att
skilja från signaler med lägre frekvens

Uppgift 11.2

Betrakta
ẏ(t) = u(t)

Ifall systemet ovan styrs av en dator är styrsignalen konstant under samplingsinter-
vallet

u(t) = uk, kT ≤ t ≤ (k + 1)T
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a)

Inför notationen yk = y(kt) och bestäm en relation mellan yk+1, yk och uk

Låt Ik = [kT ≤ t ≤ (k + 1)T ] utgöra samplingsintervallen under samplingen och
styrningen. Den datorberäknade insignalen u(t) ges av konstant uk på varje Ik. Den
tidskontinuerliga utsignalen erhåller då förljande dynamik

ẏ(t) = uk, t ∈ Ik

Denna di�erentialekvationen kan lätt lösas analytiskt genom att integrera∫ (k+1)T

kT

ẏ(t)dt =

∫ (k+1)T

kT

ukdt

⇒ y((k + 1)T )− y(kT ) = ukT

Med den införda notationen ger detta att

yk+1 − yk = Tuk

vilket är en di�erensevationen som beskriver systemet i diskret tid

b)

Om P-reglering används, så att
uk = −Kyk

och y(0) = y0, för vilka K blir det slutna systemet stabilt?

Slutna systemets di�erensekvation ges av

yk+1 − yk = Tuk = −TKyk
⇒ yk+1 = yk − TKyk = (1− TK)yk

Utsignalens uppförande när P-reglering används kan nu bestämmas rekursivt

y0 = y0

y1 = (1− TK)y0

y2 = (1− TK)y1 = (1− TK)2y0
...

ym = (1− TK)my0
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Systemet är asymptotiskt stabilt då |ym| → 0 då m→∞, vilket sker precis då

|1− TK| < 1⇔ −1 < 1− TK < 1⇔ 0 < K <
2

T

Det slutna systemet är alltså stabilt ifall

0 < K <
2

T

Uppgift 11.1

Använd Tustins formel på

U(s) = KN

(
s+ b

s+ bN

)
E(s)

vilket ger
u(t) = β1u(t− T ) + α1e(t) + α2e(t− T )

Vilka värden har α1, α2 och β1 ifall

T = 0.1, N = 10, b = 0.1, K = 2?

Tustins formel:

p ≈ 2

T

1− q−1
T

1 + q−1
T

�s� motsvarar derivering i laplacedomänen. Det är möjligt att inverslaplacetransfor-
mera överföringsfunktionen ovan och sedan approximera derivatorna med Tustins
formel. Samma svar erhålls genom att formell byta ut symbolen �s� mot symbolen
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�p�, så att

F (s) = F (p)

= KN

(
p+ b

p+ bN

)

= KN

 2
T

1−q−1
T

1+q−1
T

+ b

2
T

1−q−1
T

1+q−1
T

+ bN


= KN

(
bT (1 + q−1

T ) + 2(1− q−1
T )

bNT (1 + q−1
T ) + 2(1− q−1

T )

)
= KN

(
bT + 2 + (bT − 2)q−1

T

bNT + 2 + (bNT − 2)q−1
T

)
Nu gäller att u(T ) = F (p)e(t) så att

u(t) = KN

(
bT + 2 + (bT − 2)q−1

T

bNT + 2 + (bNT − 2)q−1
T

)
vilket ger

u(t) = −bNT − 2

bNT + 2
u(t− T ) +KN

bT + 2

bNT + 2
e(t) +KN

bT − 2

bNT + 2
e(t− T )

så att

β1 = −bNT − 2

bNT + 2
≈ 0.905

α1 = KN
bT + 2

bNT + 2
≈ 19.14

α2 = KN
bT − 2

bNT + 2
≈ −18.95

Uppgift 11.3

En insignal u(t) mäts genom sampling efter att först passera genom ett för�lter enligt
Figur 4.
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Sampling
1

1 + sT1

u(t) ȳ(t) yk

Figur 4: Sampling med för�lter av signalen u(t)

Samplingen sker med period T . Insignalen ges av

u(t) = u0(t) + u1(t)

där u0(t) är �intressant� och lågfrekvent, med frekvens inom

0 < ω <
π

T

och
u1(t) = sinω2t

är ett högfrekvent brus med
π

T
< ω2 <

2π

T

Samplingen kommer således ge upphov till Aliase�ekten, så att

yk = y0k + y1k

där y0k är �intressant� och y
1
k utgör en störning som ej går att skilja från y0k. Aliasef-

fekten kan beskrivas matematiskt som att

y1k = A sin (ω1kT + ϕ)

där
0 < ω1 <

π

T

så att u0(t) ej kan urskiljas.

a)

Bestäm A, ω1 och ϕ.

Filtret

G(s) =
1

1 + sT1
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är LTI (linjärt tids-invariant), så

ȳ(t) = ȳ0(t) + ȳt(t)

(där Ȳ0(s) = G(s)U0(s) och Ȳ1(s) = G(s)U1(s))
Efter att alla transienter dött ut gäller

ȳ1(t) = Ā sin (ω2t+ φ̄)

där

Ā = |G(iω2)| =
1√

1 + ω2
2T

2
1

φ̄ = argG(iω2 = − arctanω2T

På grund av Aliase�ekten syns inte frekvenser över ωN =
π

T
eftersom det går att

addera
2π

T
utan att förändra signalen. Hur kommer ȳ1(t) synas efter samplingen?

y1k = ȳ1(kT ) (1)

= Ā sin (ω2kT + φ̄) (2)

= Ā sin (π − ω2kT − φ̄) (3)

= Ā sin (2πk + π − ω2kT − φ̄) (4)

= Ā sin

((
2π

T
− ω2

)
kT + π − φ̄

)
(5)

där
2π

T
− ω2 <

π

T

eftersom
π

T
< ω2 <

2π

T

denna frekvens kommer vara synlig efter samplingen! Alltså erhålls

ω1 =
2π

T
− ω2

A = Ā =
1√

1 + ω2
2T

2
1

ϕ = π − φ̄ = π + arctanω2T1
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b)

För�ltret kan användas för att dämpa bort störsignalen. Vilken är den lägsta amp-
litud som kan uppnås ifall u0:s amplitud inte ska dämpas mer än

√
2.

För�ltret dämpar signaler med
1√

1 + ω2
2T

2
1

målet är att dämpa signaler med frekvens inom

π

T
< ω <

2π

T

så mycket som möjligt, men signaler med frekvenser inom

0 < ω <
π

T

bör inte dämpas med mer än
1√
2

Detta kan uppnås genom att variera T1 så att för�ltrets bandbredd ges av

π

T

Bestäm först för�ltrets bandbredd

1√
1 + ω2

BT
2
1

=
1√
2

⇔ 1 + ω2
BT

2
1 = 2

⇔ ωB =
1

T1

Välj nu T1 så att

1

T1
=
π

T

⇒ T1 =
T

π
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Med detta T1 kommer signaler med frekvens lägre än
π

T
dämpas mer än

√
2, och

signaler med högre frekvens dämpas mindre än
√

2. Speci�kt gäller att störsignalen
dämpas med

1√
1 + ω2

2
T 2

π2
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